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g Résumé ——

Un algorithme d'élément de frontiére résolvant
les problémes de contact bidimensionnels avec frot-
tement est présenté. La procédure de résolution uti-
lise les fonciions de forme de l'élément afin de dis-
tribuer la géoméirie, les tractions et les déplace-
ments sur chaque élément de contact. Les condi-
tions de contact sont appliquées sur chaque nceud
de la zone concernée. Les équations, celles qui
décrivent la mise en équation d'un probléme traité
par la méthode des équations intégrales concernant
des corps en contact, sont couplées par l'utilisation
des conditions aux limites de type contact au
niveau de l'interface, sans qu'aucune variable sup-
plémentaire ne soit introduite dans la matrice solu-
Lton.

L'algorithme est appliqué a deux exemples de
contact bidimensionnels avec frottement, et les
résultats obtenus sont en accord avec les solutions
analytiques et avec les solutions données par
l'approche éléments finis.

méthode des équations intégrales «
contact = frottement « programma-
tion non linéaire » méthode des élé-
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1 INTRODUCTION

Le contact entre ‘deux ou plusieurs corps est sou-
vent évoqué dans les applications de l'ingénierie. Par
conséquent, de nombreuses approches de ces proble-
mes ont été proposées depuis la publication célebre
donnant la premiére solution analytique de Hertz dans
les années 1880 [1].

L'application des solutions analytiques disponibles
est toutefois limitée aux modeles idéalisés du fait de
la nature irréversible et non linéaire de Ia plupart des
problémes de contact avec frottement.

Désormais, le développement d'algorithmes numéri-
ques efficaces capables de déterminer des régions de
contact évolutives, ainsi que des efforts de frottement
aux niveaux des interfaces, est devenu un impératif.

De nombreuses approches de la résolution numéri-
que des problemes de contact via les méthodes aux
¢léments finis et les méthodes aux équations intégrales
de frontizre, ont été présentées par de nombreux
auteurs. Les principales techniques utilisées sont :

- la fonction pénalité ;

- la matrice de flexibilité ;

- la méthode du multiplicateur de Lagrange.

Les deux premigéres méthodes requicrent des
contacts neeud sur neeud a l'intérieur de l'interface,
rendant ainsi impératif le fait que le couple d'éléments
de méme longueur soit prédéfini le long de la surface
de contact dans I'état non déformé. La technique du
multiplicateur de Lagrange annule les conditions
requises ‘pour le contact nceud & neeud en introduisant
des lignes et des colonnes supplémentaires dans la
matrice de rigidité ; ceci permet de respecter les
contraintes de contact mais augmente alors la taille du
systétme d'équations et introduit également des termes
nuls sur la diagonale de la matrice de rigidité, ce qui
exige un traitement particulier lors de la résolution.

L'efficacité de la méthode des éléments finis est
limitée par l'incapacité des équations d'une formula-
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tion en déplacements a satisfaire simultanément les
conditions de compatibilité et d'équilibre au niveau de
I'interface de contact. L'avantage le plus important de
la méthode des équations intégrales sur la méthode des
éléments finis est que ce sont seulement les courbes
de frontidres des domaines qui ont besoin d'étre modé-
lisées, ce qui réduit effectivement la taille du proble-
me ct produit des résultats plus précis, puisque les
approximations concernent seulement la frontiere ; de
plus, notamment en ce qui concerne le probltme de
contact, les contraintes de contact peuvent &lre exacte-
ment imposées le long de l'interface sans introduction
de variables supplémentaires, puisque l'ensemble des
équations est écrit cn termes de tractions et de dépla-
cements.

Les premiéres applications de la méthode des équa-
tions intégrales 4 des problemes bidimensionnels de
contact, avec ou sans frottement, ont ¢1é réalisées par
Anderson et al [2] il y a une quinzainc d'années. Plus
récemment, des développements incluant des contacts
thermo-élastiques pour des problemes bidimensionnels
¢t axisymétriques, ont €té proposés par Karami [3],
Becker et Plant. L'approche adoptée par ces auteurs
analyse le couplage de l'ensemble des équations de
matrice, via des conditions de contact appropriées au
niveau de l'interface commune des corps en contact,
satisfaisant ainsi les conditions de compatibilité et
d'équilibre pour les couples de nccuds se trouvant sur
chaque couple d'éléments adjacents et qui doivent &tre
de longueur non déformée égale.

Une approche différente par la méthode de pénalité
a été utilisée par Yamazaki et Mori (1989) [4] et
requiert la spécification supplémentaire d'un paramétre
de pénalité comme dans I'approche ¢éléments finis.

Les conditions de frottement sont imposées en uti-
lisant la loi de Coulomb et une procédure itérative
automatique qui est utilisée dans l'identification des
divers états de contact & savoir :

- [rottement ;

- glissement ;

- décollement.

Les  divers
l'applicabilité  de
contact.

exemples
l'algorithme aux

présentés  montrent
problemes de

2 TRAITEMENT ANALYTIQUE DU CONTACT

En 1933, A. Signorini pose le probleme général de
I'équilibre d'un corps linéairement ¢lastique en contact
sans frottement avec une fondation rigide et en 1964,
G. Fichera [5] en présente une analyse rigourcuse el
introduit pour la premiére fois la formulation varia-
tionnelle d'un tel probléme. Il se produit alors une
généralisation de la théorie des inéquations variation-
nelles ; en particulier G. Duvaut et L.L Lions qui en
1971 ont été les premiers A traiter les problémes de
Signorini avec frottement,
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2.1 Base théorique

Un solide élastique occupant un domaine Q de R3
[de rep2re usuel (0, X;, X3, X3)] est considéré. La fron-
ticre du domaine Q est divisée en trois parties distinc-
tes : sur Iy les déplacements sont connus ; sur Iy les
efforts exercés sont connus et ', est la partie de
la frontiére susceptible d'entrer en coptact avec
la fondation rigide. On va noter la fronticre de
Q:T=T,ulau T,

Sous I'hypothése de petites déformations, le tenseur
de déformation s'écrit :

M

g;= —[—
A T

" aa_j)

On suppose le solide élastique ; il vérifie donc la
loi de Hooke :

@

o= Kij &u
Les équations d'équilibre se traduisent par l'écriture
condensée suivante :

Gijd * fi=0 (3)

ol f; sont les efforts volumiques.

Les conditions aux limites cinématiques et statiques
prescrites ont la forme :

u=1u/T, c.n=F, [T, 4)

@® Zone de contact

Une configuration de contact avec frottement est
envisagée. La zone T, est une frontitre susceptible
d'étre en contact. Lorsqu'en un nceud, un contact est
établi, sur la partie I, le solide est soumis a une
contrainte inconnue due 2 l'obstacle qui est le massif
rigide. Soit d(x) I'écart normal entre la_position
d'origine d'un point et la fondation rigide. La surface

~de contact n'est pas connue a priori, mais les condi-

tions de contact unilatéral peuvent éure Ecrites. Pour
cela, le déplacement u(x) et les contraintes exercées
o(x), sont décomposés en leurs composantes normales
et tangentielles.

e
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Figure 1 : Contact entre un corps élastique et une
fondation rigide.




uy = un;

U.'.= u - uNn (5)
Oy = O nj n;

Op= 0= Ojj ;- O, Iy

Les nceuds appartenant a la zone de contact doivent
satisfaire les lois régissant le contact unilatéral avec
frottement qui s'énoncent ci-dessous.

a/ Condition de non pénétration du solide sur le
massif rigide

(uy - d(x)) <0 ©)

Cette condition traduit l'existence soit d'un bord
libre, soit d'un bord en contact avec le massif rigide.

b/ Condition de contact unilatéral
6,20 7

Cette condition traduit I'état de compression de la
zone en contact. Par hypothése, le glissement se fait sans
frouement (o, = 0, glissement parfait, donc ¢ = o, n).

¢/ Condition de contact ou de bord libre

En présence d'une compression (oy < 0), il y a
contact (uy - d(x)) = 0 ; dans le cas ou le solide n'est
pas en contact (uy - d(x)) < 0, les contraintes de com-
pression sont nulles (oy = 0).

Les conditions précédentes se résument en une
seule expression sur ¢

Oy(uy - d(x)) =0 ©)
® Loi de frottement

La loi de frottement retenue est la loi de Coulomb.
Elle formule un seuil de frottement a partir du rapport
des composantes des densités de forces de contact :

or| <A |oy| surr,

|og| < & |oy|——ur =0 surr, ®

|o| =2 [oy| —3B 20/ v, =B, surT,

Le probléme de contact unilatéral avec frottement
de Coulomb consiste a trouver un champ de déplace-
ment "U" et un champ de contrainte "o" vérifiant les
équations d'équilibre sur le domaine €2, les conditions
aux limites cinématiques et statiques sur I', et T res-
pectivement ainsi que les conditions de contact unila-
téral avec [rottement énumérées précédemment. Tou-
tes ces conditions sont résumées ci-aprés :

O+ fi =0 surQ
0, =Ky ey surQ

u, =T

sur ")
oyn;=F; surly

(ux- d(x))SO et oS0 oN(uN - d(x)) =0 surT, [(10)
|0T, <A lch sur "

og] < o] up =0 sur T,

|°'r| =A IUNI" P20/ up,=Po, surT, }

3 TRAITEMENT NUMERIQUE DU CONTACT

Dans cette étude, la méthode des équations intégra-
les (MEI) est appliquée aux problémes de contact uni-
latéral avec frottement. Les développements suivants
considerent des contacts élasto-statiques pour des pro-
blémes bidimensionnels. Cette approche par la (MEI) a
pour principal objectif de valider l'algorithme de
contact avec frottement,

3.1 Approche numérique

Les détails du fondement de la méthode des équa-
tions intégrales, traitent l¢s problemes bidimensionnels
€lastostatiques utilisant des éléments de frontidre qua-
dratiques qui sont bien étudiés dans la littérature C.A
Brebbia [7] et [8]. Par conséquent, seulement un résu-
mé de la méthode scra exposé.

Une série d'équations algébriques linéaires est obte-
nue, traduisant 1'équilibre des deux corps en contact
aprés avoir fait une intégration numérique sur le
contour de I'élément sur lequel il vient :

(A] fu} =[B]{o} (11)

[A] et [B] sont des matrices carrées (2Nx2N).
{u} et {c} sont des vecteurs colonnes (2xN). Une fois
le systtme d'équations résolu, les déplacements et lc
vecteur contrainte sont obtenus en n'importe quel point
de la frontiere I'.

Lorsque les conditions aux limites cinématiques,
statiques et de contact sont prescrites, le systéme
d'équations précédent est réarrangé pour rassembler les
inconnues dans un méme vecteur (les inconnues peu-
vent étre de type déplacement ou de type contrainte).
Celte opération est nécessaire pour permettre la résolu-
tion du systéme d'équations par une méthode classique
du type élimination de Gauss.

(Cl{x}=[d] (12)

Les inconnues du problémes sont réunies dans le vec-
teur {x}.
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3.2 Gestion du contact et de son évolution

Lorsqu'il y a contact, celui-ci génére unc partic de
la frontiere du domaine Q pour laquelle ni les dépla-
cements ni les efforts appliqués ne sont connus. La
discrétisation par la MEI est alors incapable de résou-
dre directement les équations. En effet, le nombre
d'inconnues est supérieur au nombre d'équations. Il
faut avoir recours a un traitement itératif dont la
convergence est conditionnée par un algorithme basé
sur les conditions de contact avec frottement.

Ce traitement itératif nécessitc une hypothése de
départ concernant l'état des zones de contact : adhé-
rence, glissement ou décollement. A partir de cetle
hypothese est effectué un calcul qui permet de connai-
tre la répartition des contraintes et des déplacements
sur l'interface.

Supposons maintenant que nous avons résolu le
systeme linéaire approchant I'équation iniégrale de
frontiére, en nous donnant a priori des conditions aux
limites sur les éléments constituant T';. Cette résolu-
tion nous donne les valeurs des efforts surfaciques
appliqués sur ces ¢léments. Pour chacun de ces élé-
ments, nous allons effectuer une séric de tests pour
vérifier que les conditions de non pénétrabilité, les
conditions du contact unilatéral ainsi que les condi-
tions du bord libre sont bien respectées.

3.3 Algorithmie

Soit un découpage de la frontiere I' du domaine Q
en "M" éléments quadratiques (3 nceuds sur I'élément)
et al, a2 et aj les neeuds extrémités et neeud milieu de
I'élément, "n" variant de 1 a2 "M".

Elémfnls de euvN.T
frontiére
/’z—\
r 4 a3

Figure 2 : Discrétisation de la fronti¢re en éléments
quadratiques.

“n" désignant I'élément de T, considéré. Une série
de tests constitue l'algorithme de contact avec frotte-
ment qui s¢ décompose comme suit :

O si (c';;)‘ >02a [litération "i+1" il faut imposer

que \1:1",;)‘l =0.
Nous avons remarqué numériquement que, pour

assurer la convergence, il fallait auénuer la
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pénalisation sur (G:)i = 0 en donnant cette fois
une valeur non nulle mais inférieure a (o }); > 0.

Ainsi la valeur nulle est atteinte progressivement
au cours des calculs.

O sifjoz] <
avec adhérence parfaite seront imposées. Donc,

oy }'alors les conditions de contact
1

a l'itération "i+1" et sur I'élément "n" considéré,

il faut prescrire la valcur (u;)i” =0et
n
(uN,hl =0.

Osi (lof|=2 ),#0 .

alors les conditions de contact avec glisscment

or oy L et si en plus ( on
seront imposées. Et a l'itération "i+1" ct sur

I'élément "n" considéré, il faut prescrire la valeur

(uh),y = (03); e (ud).L, =)

Osi{

). eL si en pilus {

=1 )i el
alors les conditions de contact avec décollement

oi| =X |oy oN
seront imposées. Et a l'itération "i+1" et sur

I'élément "n" considéré, il faut prescrirc la

)., =oet (ja3]),,, =0-

Physiquement la valeur absoluc de la contrainte
tangentielle ne peut pas dépasser un seuil valant un
coefficient de frottement que multiplie la valeur abso-
lue de la contrainte normale. Malheureusement, ce
constat physique peut étre violé numériquement ; pour
cela deux cas sont & prévoir :

)i>a |

(62);,, =2 (ok); et (oR)i,, = (oR): -
>

(62)... = -2 (o8], et (%), = (o)

n

valeur l oN

o7

a- si(

n n 2 n
ol ol ’; et si en outre (GTL 0wl

. njy
or o )iel si en outre (UTL z 0 alors

A3

b- si‘

On doit toujours vérifier qu'on a bien dans tous les

cas :(o."r)“l (u;)i” < 0 sinon il faut imposer :
(u:l")iol =0

A chaque itération, les données sur les Eléments
constituant T, peuvent changer. Il faut donc a chaque
fois réorganiser lc systeme d'équations A résoudre.
L'organigramme est présenté ci-aprés.




(O = (O R)i/ 2
jusqua (0)

(6 D= -Monl;

I(ig)m = 1lc”;‘&l
—

N lles d Blocag Glissement
(OR)i1 = (OR) (uPi=0 ), =(d™,
(0D (Ui =0 up),, = (up)

Décollement
(UE;‘)hl =0
(6:;)54I =0

L l I

A

.
>

4 EXEMPLES D'APPLICATION

4.1 Contact entre un cylindre élastique et une
fondation rigide (Probléme de Hertz)

Le probléme du contact entre un cylindre ¢lastique
el une fondation rigide est schématisé sur la figure 3.

Le cylindre est constitué d'un matériau isotrope,
¢lastique et linéaire. Le probleme est traité en défor-
mation plane. En ce qui concerne la discrétisation par
¢léments finis, les régions de contact sont maillées par
des Cléments isoparamétriques a 8 nceuds. Par contre,
pour les tégions n'appartenant pas aux zones de
contact, le maillage est fait avec des éléments 2 4
neeuds. Dans notre étude, donc en utilisant la méthode
des équations intégrales, nous avons utilisé 16 élé-
ments de frontidre quadratiques sur la zone de contact.

La solution analytique, celle du contact entre un
corps €lastique et une fondation rigide, est donnée par

Hertz, et s'écrit comme suit :

2
b(x)=21"i PR
EP
2
P=22 41 X
b b?

Avec :
R : rayon du cylindre considéré.

(13)

P charge appliquée sur le
cylindre.

b : largeur de la surface de
contact.

E, v : module de Young et coef-

ficient de Poisson du
matériau constituant le
cylindre.

amax =R

La figure 4, représente un gra-
phe comparatif entre la solution
analytique Hertz, une solution don-
née par la méthode des éléments
finis et notre étude par la méthode
des équations intégrales. Cette
approche par la MEI vient valider
l'algorithme développé.

Distrib de la le sur différentes surfaces de contact
— Solution analytique (Hertz)
1Y + Solution numérique (MEF)
| * Solution numérique (MEI)
0.8 ¥
= -
&E 0.6 — "
=%
04%
*
0.2 4—
00 \\
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10
b/b,
max

Figure 4 : Courbes comparatives. Distribution de la
contrainte normale sur la surface de contact.

[ ]

A (b)
Y
5
b
> | V) /4
1 — b
Corps rigide 5[ x| MEF

(c)

Figure 3 : Analyse du probleme de Hertz.
(a) Description du probleme ;

(b) Discrétisation par €léments finis (la-densification du maillage n'est pas représentée) ;
(c) Discrétisation par la méthode des équations intégrales.
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Coordonnées | Numéro Neceud de Neeud de Neeud de
(mm) du nccud blocage glissement | décollement UN U‘r E-3 On 01'
] GD )
0.0000 1 Be / / 0.0 0.0 7.4300 0.000
2.8571 2 Be / / 0.0 0.0 7.1760 0.5700
5.7143 3 Bc / / 0.0 0.0 7.2400 1.1500
8.5714 4 Be d: / 0.0 0.0 7.1870 1.6300
11.429 3 Be / / 0.0 0.0 7.1158 2.3800
14.286 6 Be ! / 0.0 0.0 7.0570 3.2100
17.143 ! Be / / 0.0 0.0 6.7650 54712
20.000 8 / G1 / 0.0 -0.659 5.7320 5.7301
22.857 9 / G1 ! 0.0 -1.188 4.8180 4.8208
25.714 10 / G1 / 0.0 -3.429 4.5970 4.6104
28571 1 / G1 / 0.0 -5.224 3.7344 3.7400
31.429 12 / G1 / 0.0 -7.243 4.0530 4.0490
34.286 13 / / De 0.0 -9.500 0.000 0.000
37.143 14 o / De 0.0 1232 0.000 0.000
40.000 15 / / 0.0 -14.92 0.000 0.000

Tableau 1 : Valeurs numériques pour le cas (A= 1.0,F;=10et F, = 5 daN/mm).

Nous donnons dans le tableau 1 le détail des
valeurs obtenues pour les contraintes et les déplace-
ments sur le segment (OB), pour un coefficient de
frottement (A = 1.0). Ces valeurs sont & comparer
celle obtenues par M. Raous et al [10] qui ont utilisé
dans leur discrétisation par éléments finis 320 ¢€l¢-
ments linéaires dont 32 de contact.

Pour des commodités d'interprélation, nous avons
exprimé les valeurs de o ¢t o /A pour chaque seg-
ment. De cette fagon, lorsque les deux courbes oy(x)
et o(x)/A se rejoignent, nous savons qu'il y aura glis-
sement ; si la courbe o (x)/A est au-dessous de celle
de G,(x), nous aurons un contact parfaitement adhérent
(blocage) ; enfin quand les deux courbes coincident
avec l'axe des abscisses, nous aurons un décollement.

4.2 Contact entre un barreau élastique et une
fondation rigide

Nous allons appliquer la méthode des équations
intégrales pour résoudre I'un des problemes de contact
avec frottement : le contact entre un barreau el une
fondation rigide. L'algorithme développé est implanté
dans un programme écrit en Fortran.

L'exemple choisi pour tester l'algorithme est issu de
la bibliographie. Il a également été traité par différents
laboratoires du groupe "validation des codes de cal-
culs” dans le cadre des activités du GRECO "grandes
déformations et endommagement” ; il s'agit de la com-
pression d'un barreau sur unc fondation rigide. Repre-
nons le probléme tel qu'il est posé par M. Raous et al
[10]. La géométrie et les conditions aux limites pro-
pres a cet exemple sont schématisées par la figure 5.

* Les constantes du probleme sont les suivantes :
h=40mm E=130000 N/mm? v =02
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* Le maillage est réalisé avec des éléments quadrati-

ques :

- 7 éléments sur (AB) donc, 15 nceuds de contact,

- 3 éléments sur (DC),

- 2 éléments sur (BC et AD).
* Chargement

F, = (5, 10, 15, 20) daN/mm F, = 5 daN/mm

Compte tenu de la symétrie du barreau et de I'étal
de charge, il est justifié de prévoir une symétrie de la
répartition des forces et des déplacements le long de
(AB). Cette symétrie nous autorise & reproduire les
résultats obtenus uniquement sur la moitié (OB) de la
zone de contact. Nos résultats montrent I'évolution des
différentes zones [adhérence (blocage), glissement,
décollement].

Nous présentons trois graphes comparant les résul-
lats obtenus avec ceux établi par B. Deshoullieres
(1990) [9], par M. Raous et al (1988) [10], ainsi que

X2 F
2
Y .
D C
F, - -~ |,
— a Bl -
R AT CEEE SN (R RO SR IR R Py
— - : X1
Maillage
du corps élastique
N B3 sinssissiviessiia
oioioiaioiaiey
by 4 odr g &8 O e &
Fondation rigide

Figure 5 : Cas de chargement et maillage.
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Figure 6 : Graphes comparatifs : distribution des contraintes
normale et tangentielle sur la surface de contact.

ceux proposés par L. Jeannin (1985) [11]. La distribu-
tion des contraintes est représentée sur la figure 6.

Pour un coefficient de frottement A = 1 (qui est
une valeur académique), I'évolution de la distribution
des contraintes est représentée sur la figure 7.

Sur la figure 7, nous constatons qu'au début du
chargement, la zone de glissement est petite et locali-
sée sur le bord extérieur de (OB). Avec l'augmentation
de la charge, la zone de glissement s'accroit et nous
observons un décollement de l'extrémité. La figure 7
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Figure 7 : Evolution de la distribution des contraintes
normales et tangentielles sur la surface
de contact (OB), pour A=1, F,=5daN/mm
et Fy=5, 10, 15, 20 daN/mm respectivement.
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représente l'accroissement correspondant des déplace-
ments tangentiels.

Pour un coefficient de frottement toujours égal a 1,
I'évolution de la distribution du déplacement tangenticl
(glissement) est représentée sur la figure 8.
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Figure 8§ : Evolution de la distribution des déplacement tan-
gentiels sur la surface de contact (OB), pour A = 1
F, =35 daN/mm et F; = (5, 10, 15, 20 daN/mm).

5 CONCLUSION

La méthode des équations intégrales est présentée
pour la prédiction de I'état des surfaces de contact
entre un corps élastique et une fondation rigide. Le
probléme de contact est résolu en utilisant la loi de
frottement de Coulomb. Nous avons fait 'élude de
deux exemples pour illustrer l'applicabilit¢ de la
méthode des équations intégrales ainsi que la validité
de l'algorithme développé. Le contour est discrétisé
par des éléments de frontiere quadratiques. Nos résul-
1als sont ensuite comparés avec d'autres solutions,
obtenues par l'utilisation de la méthode des éléments
finis classique Goforth (1987) et avec une solution
analytique Hertz. La bonne similitude des résuliats
confirme d'ores ¢t déja la validité de l'algorithme
développé : il faut juste noter que celui-ci doit &ue
généralisé au traitement du contact entre deux corps
élastiques. Précisons sculement que l'architecture de
l'algorithme reste, globalement, inchangée.

Il faut noter que l'approche adoptée n'est efficace
que s'il s'agit d'un probléme élastique ct linéaire, ce
qui n'est pas notre cas. La présence d'une zone de
contact, oit la loi de comportement est non linéaire,
semble ne pas trop affecter la solution. La discrétisa-
ton en éléments de frontizre limite d'une fagon certai-
ne le degré de complexité du probleme ; cependant,
nous ne pouvons pas inclure des phénomeénes de plas-
ticité ni des grands déplacements. Aussi, vu que
l'algorithme développé manie deux variables (U,0),
celles-ci doivent &tre les inconnues de base du proble-
me. Toules ces _considérations nous ménent 2
l'approche éléments finis, non pas des éléments finis
classiques (& un seul champ), mais des éléments finis
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a deux champs donc, mixtes.

Nous envisagcons par conséquent l'adaptation de
l'algorithme 2 l'approche éléments finis mixtes, et le
développement d'un élément de frotement afin de spé-
cialiser la discrétisation de la zone de contact @
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